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118 
(1) 次の 3 条件(A)，(B)，(C)を満たす整数の組 ( )54321 ,,,, aaaaa の個数を求めよ。 

  (A) 11 ³a  (B) 45 £a  (C) 1+£ ii aa ( )4,3,2,1=i  

(2) 次の 3 条件(A)，(B)，(C)を満たす整数の組 ( )54321 ,,,, aaaaa の個数を求めよ。 

  (A) 11 ³a  (B) 0³ia ( )5,4,3,2=i  (C) 454321 £++++ aaaaa  

(3) n桁の自然数で各桁の数字の合計が r 以下となるものの個数を rn, を用いて表せ。 

  ただし， 1³n ， 9£r とする。 

（2006 東京医科歯科大学） 

解 

(1) 

整数が入る○を 5 つ，整数の仕切り｜を 3 つ用意し，並べる。 

このとき｜の両側に入る数字について， 

左端の｜の左側を 1，右側を 2 

真ん中の｜の左側を 2，右側を 3 

右端の｜の左側を 3，右側を 

と約束する。 

たとえば， 
○｜｜｜○○○○ならば整数の組は ( )4,4,4,4,1  

｜○○｜○○｜○ならば整数の組は ( )4,3,3,2,2 となる。 

そうすることにより，○5 つと｜3 つの順列と整数の組が 1 対 1 に対応する。 

よって，求める整数の組合せは， 

○5 つと｜3 つの順列より， 56
!3!5

!8
=

×
通り 

あるいは，8 個の箱に｜を 3 つ入れる選び方より， 56C38 = 通り 

次に，各組の整数を 54321 ,,,, aaaaa に配分するのだが， 

54321 aaaaa ££££ より，その配分の仕方は 1 通りしかない。 

たとえば， 
整数の組が ( )4,4,4,4,1 ならば 11 =a ， 45432 ==== aaaa  

整数の組が ( )4,3,3,2,2 ならば 221 == aa ， 343 == aa ， 45 =a  

よって，求める個数は， 56156 =´ 個 ・・・（答） 
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別解 

 何種の整数の組にするかで排反に分類する。 

 同じ整数のみからなる組の個数 

  整数の選び方：4 通り 

  どの整数を何個にするかの配分の仕方：1 通り 

  よって，4×1＝4 個 

 異なる 2 つの整数からなる組の個数 
  整数の選び方＝ 24C ＝6 通り 

  どの整数を何個にするかの配分の仕方：(4,1)，(3,2)，(2,3)，(1,4)の 4 通り 

  よって，6×4＝24 個 

異なる 3 つの整数からなる組の個数 
 整数の選び方＝ 34C ＝4 通り 

 どの整数を何個にするかの配分の仕方：(3,1,1)，(1,3,1)，(1,1,3)，(2,2,1)，(2,1,2)，(1,2,2) 

の 6 通り 

よって，4×6＝24 個 

異なる 4 つの整数からなる組の個数 

整数の選び方：1 通り 

どの整数を何個にするかの配分の仕方：(2,1,1,1)、(1,2,1,1)、(1,1,2,1)、(1,1,1,2) 

の 4 通り 

よって，1×4＝4 個 

以上より，整数の組は全部で 56 個ある。 
次に，各組の整数を 54321 ,,,, aaaaa に配分するのだが， 

54321 aaaaa ££££ より，その配分の仕方は 1 通りしかない。 

たとえば， 
整数の組が ( )4,4,4,4,1 ならば 11 =a ， 45432 ==== aaaa  

整数の組が ( )4,3,3,2,2 ならば 221 == aa ， 343 == aa ， 45 =a  

よって，求める個数は， 56156 =´ 個 ・・・（答） 
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(2) 
 11 ab =  

212 aab +=  

3213 aaab ++=  

43214 aaaab +++=  

543215 aaaaab ++++=  

 とすると， 
 111 ³= ab より， 1b は(1)の条件(A)を満たす。 

 4543215 £++++= aaaaab より， 5b は(1)の条件(B)を満たす。 

 54321 bbbbb ££££ より， 1+£ ii bb であり，これは(1)の条件(C)を満たす。 

 よって，整数 ( )54321 ,,,, bbbbb の組の個数は(1)と同じ 56 個である。 

 また、任意の ( )54321 ,,,, bbbbb の組に対し， 

 ( ) ( )45342312154321 ,,,,,,,, bbbbbbbbbaaaaa ----= より， 

 整数の組 ( )54321 ,,,, aaaaa が 1 対 1 に対応する。 

 よって，整数の組 ( )54321 ,,,, aaaaa の個数も 56 個 ・・・（答） 

別解 
 1' 11 -= aa とおくと 0'1 ³a  

また， ( ) 41' 5432154321 £++++=+++++ aaaaaaaaaa より， 

3' 54321 £++++ aaaaa  

ここで， 3' 54321 =+++++ daaaaa となるように 0 以上の整数 dを加えると， 

これを満たす 6 個の整数の組は， ( )0,0,0,0,0,3 ， ( )0,0,0,0,1,2 ， ( )0,0,0,1,1,1  

これを daaaaa ,,,,,' 54321 に分ける方法は， 

整数の組が ( )0,0,0,0,0,3 の場合 

 '1a ～ dのどれか 1 つが 3 となる場合の数より，6 通り 

整数の組が ( )0,0,0,0,1,2 の場合 

 '1a ～ dのどれか 1 つが 2，どれか 1 つが 1 となる場合の数より， 3056 =´ 通り 

整数の組が ( )0,0,0,1,1,1 の場合 

 '1a ～ dのどれか 3 つが 1 となる場合の数より， 20C36 = 通り 

よって、全部で 56 通り 

 これより， 
 整数の組 ( )54321 ,,,, aaaaa の個数も 56 個 
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(3) 
1 桁目の数から順に ni aaaaa  ,,,,, 321 とおくと， 

11 ³a ， ( )niai ,,3,20 =³ ， raaaa n £++++ 321  

ここで， ii aaaab ++++= 321 とすると， 

111 ³= ab ， 1+£ ii bb ， raaaab nn £++++= 321 より， 

整数の組 ( )nbbbb ,,,, 321  に与えられた条件は，(1)の条件と同様である。 

よって，(1)の解法と同様にしてその整数の組を求めることができる。 

つまり， n個の○と 1-r 個の仕切り｜の順列の個数×1 の値が 
整数の組 ( )nbbbb ,,,, 321  の個数となる。 

よって，
( ){ }
( )

( )
( )!1!

!1
!1!

!1
-×
-+

=
-×
-+

rn
rn

rn
rn

個 

また， ( ) ( )112312121 ,,,,,,,,,,, -- ----= nniini bbbbbbbbbaaaaa  より， 

整数の組 ( )ni bbbbb  ,,,,, 321 と各桁の整数の組 ( )ni aaaaa ,,,,,21  とが 

1 対 1 に対応する。 

よって，各桁の数字の組は全部で
( )

( )!1!
!1

-×
-+

rn
rn

個 ・・・（答） 


